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ON SEMISYMMETRIC PROJECTIVE EUCLIDEAN SPACES
A.A. Sabykanov, J. Mikeš, P. Peška
This work is devoted to the existence of n-dimensional semisymmetric projective Euclidean spaces. The
conditions for the existence of these spaces are found.
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На касательном расслоении риманова пространства рассмотрены специальные мет-
рики, порожденные инвариантной теорией приближений базового пространства.
Проведены исследования некоторых геометрий касательного расслоения, построен-
ных на основе метрик, которые представляют собой определенные линейные комби-
нации вышеуказанных.
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Исследования в рамках инвариантной теории приближений в римановой гео-
метрии и различных её обобщениях позволили построить на касательном расслое-
нии T (V n) риманова пространства V n , n ∈N , определенное количество различных
метрик и объектов аффинной связности [1]. Здесь, в первую очередь, следует отме-
тить метрики
d s
1
2 = gαβ(x)d xαD˜ yβ, d s
2
2 = g˜αβ(x; y)d xαD yβ,
d s
3
2 = gαβ(x)D˜ yαD˜ yβ, d s
4
2 = g˜αβ(x; y)D˜ yαD˜ yβ,
где gαβ(x) — компоненты метрического тензора базового риманова пространства
V n,
g˜αβ(x; y)= gαβ(x)+
1
3
Riαβ j (x)y
i y j ,
D yα = d yα+Γαβγ(x)yβd xγ,
D˜ yα = d yα+ Γ˜αβγ(x; y)yβd xγ,
Γα
βγ
(x) — компоненты аффинной связности базового риманова пространства V n,
Γ˜αβγ(x; y)= Γαβγ(x)−
1
3
Rα(βγ)σ(x)y
σ,
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Rα
βγσ
(x) и Riαβ j (x), соответственно, компоненты тензора Римана и тензора кривиз-
ны базового риманова пространства V n .
Каждая из таких метрик порождает на T (V n) специальную геометрию типа
финслеровой, но отличную от неё, различным, но естественным, образом связан-
ную с инвариантной теорией приближений базового риманова пространства V n.
Очередным естественным этапом подобных исследований является построе-
ние на касательном расслоении T (V n) геометрий, порождённых метриками, кото-
рые представляют собой линейные комбинации вышеуказанных метрик и метрики
базового пространства V n.
Исследованы некоторые геометрические свойства касательного расслоения
T (V n) с метрикой
d s2 = 3gαβ(x)d xαd xβ− g˜αβ(x; y)d xαD˜ yβ. (1)
В соответствии с формулами, приведёнными выше, в явном виде подсчита-
ны компоненты gi j (x; y) метрического тензора метрики (1). На их основе, по та-
ким же формулам, как и в римановой геометрии, (рассматриваются частные про-
изводные только по компонентам переменной x), введены символы Кристоффеля
Γi hk (x; y) первого рода, что позволило по формулам Γihk (x; y) = g iα(x; y)Γhαk (x; y),
где g iα(x; y)- элементы матрицы, обратной к матрице метрического тензора
gi j (x; y), перейти к символам Кристоффеля второго рода и к уравнениям, определя-
ющимкривые, называемые геодезическими линиями рассматриваемого простран-
ства T (V n). Данные уравнения аналогичны классическим уравнениям, определяю-
щим геодезические линии финслерова пространства.
Далее, естественным образом определяются понятия геодезического отобра-
жения рассматриваемого пространства на пространство того же типа и геодезиче-
ского отображения рассматриваемого пространства на базовое пространство V n,
анализируется проблема изучения вопроса существования подобных отображений.
В частности, доказана следующая теорема.
Теорема. Если базовое пространство V n , n > 2, класса C r ,r > 2, является про-
странством постоянной кривизны K , то пространство T (V n) с метрикой (1) локаль-
но допускает нетривиальные геодезические отображения на базовое пространство
V n .
Если базовое пространство V n , n > 2, класса C r ,r > 2, является пространством
постоянной отрицательной кривизны, то пространство T (V n) с метрикой (1) не до-
пускает нетривиальных геодезических отображений на пространства того же типа.
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GEOMETRY OF TANGENT BUNDLE OF RIEMANNIAN SPACE, INDUCED BY INVARIANT
THEORY OF APPROXIMATIONS OF THE BASE SPACE
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Some special metrics of a tangent bundle of Riemannian space are considered.They are generated by
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the invariant theory of approximations of the base space. Special geometries of the tangent bundle are
investigated. These geometries are built with the help of metrics that are some linear combinations of
metrics mentioned above.
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В статье рассматривается модель Бельтрами–Клейна пространства Лобачевского
Λ. Получены явные формулы действий групп вещественных чисел на пространстве Λ,
сохраняющих гиперболические и параболические пучки прямых.
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Пусть E — полное, сепарабельное евклидово пространство над полем веще-
ственных чисел R размерности dim E > 1 и B(O,1) ⊂ E — открытый шар с центром
в фиксированной точке O ∈ E радиуса 1. Мы будем задавать точки пространства их
радиусами-векторами относительно точки O, точка O при этом задается нулевым
радиусом-вектором 0. Рассмотрим модель Бельтрами–Клейна пространства Лоба-
чевского. В этой модели л-точка есть точка в Λ= B(0,1), л-прямая есть хорда в Λ, а
расстояние между л-точками x, y ∈Λ вычисляется по формуле [1, 2, 3]
ρ(x, y)= kArch 1− (x, y)p
1−x2
√
1− y2
,
где k – положительная константа, (x, y) — скалярное произведение радиусов-
векторов точек x, y ∈Λ и x2 — скалярный квадрат радиус-вектора точки x.
Пусть λ ∈ R, p, x ∈ Λ. В статье [1] была определена точка λp (x) ∈ Λ с помощью
следующих трех условий.
1. ρ(p,λp (x))= |λ|ρ(p, x).
2. Если x ̸= p, λ > 0, то точки x, λp (x) лежат на л-прямой P (p, x), проходящей
через точки p, x, по одну сторону от точки p.
3. Если x ̸= p, λ< 0, то точки x, λp (x) лежат на л-прямой P (p, x) по разные сто-
роны от точки p.
Тогда отображение x 7→ λp (x), где λ пробегает множество всех ненулевых ве-
щественных чисел, определяет действиемультипликативной группыненулевых ве-
щественных чисел на пунктированном пространстве Лобачевского (точка p ∈ Λ —
фиксирована), которое на каждой прямой эллиптического пучка является гомоте-
тией и переводит в себя пучок концентричеких сфер с общим центром в точке p. В
той же работе (см. также [2]) было найдено следующее представление отображения
